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1 Introduction 

1.1. Soit V im espace vectoriel symplectique sur C, dimcV — 21, et soit G un sous-groupe fini de 
Sp{V). Posons S — C[y]. L'algebre des fonctions regulieres invariantes S'~^ herite naturellement d'une 
structure d'algebre de Poisson induite et munit ainsi la variete quotient X — V/G d'une structure de 
variete de Poisson. On pent alors considcrer la deformation non commutative de X definie par l'algebre 
des invariants A;(C)'^, oii v4;(C) designe l'algebre de Weyl de rang I. II existe une litterature recente abon- 
dante sur I'etude des desingularisations (symplectiques) de X , le calcul des (co)liomologies equivariantes 
de X et les algebres de reflexions symplectiques qui en fournissent les deformations les plus riches (voir 
[XFOmiEMlFilOSllBOOS] )^ 

1.2. II existe deux families particulieres d'exemples de la situation decrite en 1.1. La premiere consiste 
a commencer avec un sous-groupe fini F de SL{2, C), a considerer V = (C'^)", n G N*, et a prendre pour 
G le produit en couronne de F par Sn, produit semi-direct de F" par le groupe symetrique S'„. Comme 
cas particulier, nous avons ici les surfaces dites de Klein, Xr = <C'^/T, pour F de type An, Dn, E^j^g,. La 
deuxieme famille consiste a commencer avec une algebre de Lie simple g, une sous-algebre de Cartan t), 
considerer y = f} © f)* et prendre pour G le groupe de Weyl W avec Taction diagonale. 

1.3. Conformement a I'esprit des deformations algebriques, la question standard consiste a compa- 
rer la (co)homologie de Poisson de <Y a la (co)homologie de Hochschild de ^/(C)*^. Le theoreme 6.1 de 
[AFLSOO] donne le calcul complet de la (co)homologie de Hochschild de Ai{C)'^ . Si designe le nombre 
de classes de conjugaison de G agissant dans la representation V avec un sous-espace de points fixes de 
dimension k,0 < k <2l, alors, dime HHk{Ai{C)'^) = Qfe- Curieusement, le calcul de la (co)homologie de 
Poisson de X se revele bien plus complique : cela est du au fait qu'en ce qui concerne Ai{<C)^ , on dispose 
d'une equivalence de Morita qui ramene les calculs a ceux relatifs au produit croise Ai{<C)) # G qui se 
prete beaucoup mieux aux calculs (co)homologiques. Pour le calcul de la (co)homologie de Poisson, nous 
n'avons actuellement que la methode directe. 

1.4. Dans la generalite du paragraphe 1.1, on demontre dans [BEG04| que HPo{X) est de dimension 
finie. Le but de cette note est de presenter le calcul du groupe d'homologie de Poisson de X en degre 
zero, HPo{X), dans differents cas oil HPo{X) a meme dimension que HHq{Ai{<C)'^). Cette coincidence 
de dimensions pent etre interprctce comme etant le reflet d'une bonne deformation, comme c'est le cas 
pour les surfaces de Klein ( [AL98j ). Pour les trois exemples en rang 2 de la deuxieme famille, on trouve 



Theoreme. Avec les notations precedentes, on a I'egalite : 

dime HPo{t) ® i)*/W) = dime HHo (A,(C)^) 
et cette dimension commune vaut 1 en type A2, 2 en type B2 et 3 en type G'2. 
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C[V]'^, munic du crochet dc Poisson, est une algebre de Lie que nous noterons g, agissant sur C[y]'^ 
de maniere semi-simple. De plus, les composantes isotypiques non triviales de C[y]'^ sous raction de g 
sent Indus dans {g,C[V]'"} ; par suite, le calcul de HP(){X) se restreint a calculer la composante isoty- 
pique triviale de C[V"]'-^ ct son intersection avec {C[F]'^, C[F]'^}. Dans les exemples dc la deuxicmc partie 
(groupes cycliques) et de la derniere partie (sous-groupes de (Z/3Z)"), I'algebre de Lie q est abelienne. 
Dans les exemples de la troisieme partie (groupes de Weyl de rang 2), il s'agit de sl{2). Dans les exemples 
de la cinquieme partie (sous-groupes de (Z/2Z)"), il s'agit de s[(2) 

1.5. Le papier s'organise de la maniere suivante : nous considerons d'abord une famille d'exemples 

simples, puis nous continuons en cfFectuant une etude commune des trois groupes de Weyl de rang 2 en 
presentant les details d'un calcul base essentiellement sur le plethysme des representations de sl(2) ; nous 
poursuivons par une remarque-question sur le fait que I'ideal derive de Poisson de C[X], algebre de fonc- 
tions rcgulicres sur la varietc quotient afRne X, est egalement un ideal associatif. A notre connaissance, les 
premiers exemples ou cela ne se produit pas sont les cas B2 et G2- Nous donnons ensuite une presentation 
de ces trois algebres d'invariants. La partie suivante expose une famille d'exemples pour lesquels ces deux 
dimensions different. Nous terminons par I'ctudc d'une famille d'exemples qui montrent que la difference 
des deux dimensions considerees dans le theoreme principal pent etre arbitrairement grande. 

Remerciements. Le premier auteur tient a remercier Y. Berest, D. Farkas, B. Fu et T. Lambre pour 
des conversations fructueuses a I'origine de ce travail. 



2 Une famille d'exemples simples 



2.1. Soit n > 2 et soit G = C„ = (a) le groupe cyclique d'ordre n, agissant sur par le caractere 
C = e^'''/" et done sur V = ® (C^)*. Soit S = S{V) I'algebre symetrique de V, A I'algebre de Weyl 
A2{C), avec pour coordonnees respectives xi, X2, yi, 2/2 et pi, p2, qi, q2- L'action de G sur S et A est 
alors donnee par : 



et 





Xi 


X2 


Vi 


2/2 


a 


(Xi 


CX2 









Pi 


P2 




q2 


a 


Cpi 


CP2 


C-'qi 


C"-'92 



On note S*^ et A*^ les algebres d'invariants respectives. Par la structure symplectique standard, S est 
une algebre de Poisson et G agit sur S par automorphismes de Poisson, ce qui implique que S**^ est une 
sous-algebre de Poisson de S. Autrement dit, 5*^ est une algebre de Poisson commutative et pent etre 
consideree comme I'algebre des fonctions regulieres sur une variete de Poisson algebrique afBne. 



2.2. D'autre part, S est (en taut qu'algebre de Poisson) graduee par le degre total, le crochet de Poisson 
etant homogene de degre —2. Comme G agit de maniere homogene sur S, 5*^ est une sous-algebre de 
Poisson graduee de S. On note S'^{n) sa composante homogene de degre n. En particulier, S'^'{2) munic 
du crochet de Poisson est une algebre de Lie et I'identite de Jacobi implique que S"-^ est un S"^(2)-module. 
Remarquons que xiyi et 0:22/2 appartiennent a S'^{2) et que g = Vect{xiyi,X2y2) est une sous-algebre 
de Lie abelienne de S'^{2). Par suite, 5*^ est un fl-module. Pour tout {ai,a2, (ii, P2) € : 

{xm,xryi'^?y^'} = (A - alX^y^xr2/2^^ 

{X2y2,xryf'xryl^} = {l32-a2)x^'yf'xryl\ 

done S est une somme directe de g-modules de dimension 1 : g agit de maniere semi-simple sur S. 
Decomposons S en composantes isotypiques : 

^ ^ ® ^ii,3) ' 

avec : 

%,) = {XeS/{xm,X} = iX,{x2y2,X} = jX} 

= Vect{xTy^i'x'i'y^2" / A - = i, /32 - a2 = j)- 

De plus, pour tons (i,j), (^,0 ^ I?, S(^ij^S(^k,i) C S(^i+k,j+i) et {S'(ij), ^(fc,;)} C S(^i+k,j+i) ■ S est ainsi 
Z-graduee en tant qu'algebre de Poisson. 



2.3. Decrivons maintenant : 
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ii) Sii+j ^0[n], alors S^^J^ = 0. 

in) Sii + j = 0[n], alors S^^^ = S^^jy 

^'") ^(ofi) = C[ii,t2], avec ti = xiyi et t2 = X2y2- 

v) S"^ est engendree par ti = xiyi, t2 = X2y2, x^, y", X2, y2, x'^X2~°' (1 < ct < n — 1), 2/f J/2~" 
(1 < a < n - 1), .Tij/2 et X2yi. 

Preuve. i) Comme Q C S'-^, S'-^ est un sous-g-module de S et done se decompose scion les composantes 
isotypiques de S, d'ou le premier point. 

ii) et Hi) Pour tout {ai,a2, /3i, P2) e N*, a.x^^yf'x^^y^^ = C"^-l^^+"^-f^^x^^y('x^^y^\ Par suite : 

5« = Vect{x^'y^'x^^y^' / ai - pi + a2 - 02 = 0[n]). 

Les points ii) et zm) s'en deduisent immediatement. 

iv) On a : 

5g 0) = yeci (xf yf^x^^y^^ / /3i - ai = /32 - a2 = 0) = V^eci (^^^2' / (ai, ^2) G N^) = €[^1,^2]. 

v) Notons S' la sous-algebre de S engendree par les elements decrits dans I'enonce de la proposition. 
De maniere immediate, ces generateurs proposes sont dans 5'^, done S' C S"^. 

Soit X = a:;"^yf^ 0:2^2/2^, avec ai — (3i + a2 — 02 = 0[n]. Suivant les valeurs de ai,(3i et de a2,p2, on 
peut alors ecrire X sous I'une des formes suivantes : 

X = flHfxfxi^ ouX = t\Hl^xi^y^^ on X = tftfy^^xf ou X = t\Hl^yfyl(\ 
En effectuant une division euclidienne par n, on peut ecrire X sous I'une des formes suivantes : 

X = tjH^'{x'l)^'{x^)^'xfxf,0<a'{,a'^<n 
ouX = tjHfix^)'^iy^)''^xfyf,0<a'l,f3'^<n 
ouX = tjH^^iy^)'^ {x^)''y?4\ < a'^ < n 

ouX = tJHfiy^)'^ [yD'^yi^yf . < /?;', 0i < n. 



Dans le premier cas, on a a" + 02 = 0[n] et done a" + a!,' = ou n. Par suite, soit X est de la 
forme tjH^^ (x'l)^^ {x^)^\ soit X est de la forme tjHl^ {x^;)^^ (x^)^^ (xf x^^^'^^y avec < a'{ < n. Done 
X G S' . De meme, dans le quatrieme cas, Soit X est de la forme tj^t'^ [UiY^ (2/2 )'^^ > ^oit X est de la forme 
tftfiy^Y-iyJ^f- {yfyr^"), avec < /3f < n, done X G S'. 

Dans le deuxieme cas, on a a'( — (^2 = 0[n], done a'/ = /J2 et X s'ecrit : 

X = trtf{x^if^{y^f^{xiy2)<. 
Par suite, X G S". De meme, dans le troisieme cas, on montre que X G 5' et done S'^ = S'. □ 

2.4. Soit M un sous-fl-module simple non trivial de S'^ . Alors g.M est un sous-module non nul de M, 
done est egal a M. Par suite, M — g.M — {g,M} C {S'^,S'^}. Done les composantes isotypiques non 
triviales de S'^ sont incluses dans {S'-',S'^}. On en deduit : 

Sg^, C {S^,S% 
(j,j)ez2-{(o,o)} 



Nous pouvons maintenant montrer que HPo{S'^) est de dimension n — 1. 
Theoreme 2 On a I'galit dime HPo{S'^) = n — 1. 
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application directe dc I'idcntite de Leibniz : 

{a6, c} — {a, be} + {b, ca}. 
En utilisant cette identite autant que necessaire et le point v) de la proposition [1] : 
{5^,5^} = {h,S''} + {t2,S''} + {xiy2,S''} + {x2yi,S''} 



Par homogeneite du crochet de Poisson : 

+ {a;", 5'(^^o)} + ' "^(^ruO)} + {^2 ; 'S'(^,n)} + {^2 7 •5'(^5,-„)} 
n-1 

= '^'(0,0)} + {^2, 'S'(5_o)} + {2^12/2, + {2:22/1, S'f'li i)} 

n 

E ({^1 ^2 'S'(^,n-Q)} + {y?y2 5'(1^^„_„)}^ . 



a=0 



part, 



ti,t2] etant la composante isotypique triviale de S"^, {ti,S^f^-^} = {i2,<S'(5o)} ^ C^)- D'autre 

^("1,-1) = Veci(xr2;f4^y2^V/?i-ai = i, /32-«2 = -i) 
= Vect{t'^H^'yiX2/ai,(32eN) 
= yiX2C[ti,t2]. 



Calculons 
Par suite : 



{xiy2,2/iX2trC} = (l + ai)irir 



(l + a2)<r+'<2 



{xiy2, = ■t^ect ((1 + a,)t'^H^'+^ - (1 + «2)tr^ C /"i, «2 € N) 

Un calcul semblable montre que {x2yi, S^_-^ ^~^} — {xiy2,S^ -i)J'' 
Fixons < a < n. 

SfL.n^a) = Vect(^x"^y'^'x2^y!^^ / Pi-ai=a, (32-a2 = n-aj 
= Vect{t^Hry?yr" /c^i,^2eN) 
= ylyr'^ClhM- 



Calculons 



En particulier, pour a — Q ei a — n 



Par suite, 



= Vect ((1 + aOi^'H^^+i - (1 + a2)tr^'C /"i, "2 e N) + tr'C[ti,t2] + tr'C[ti,t2] 
On obticnt un rcsultat semblable pour {yiy2~°' , S^-a «-«)}■ 



= Vect ((1 + - (1 + a2)tr^'C /"i, "2 e N) + tr^Ciii, ia] + ir'C[<i, ta] 

= V^ect ((1 + - (1 + 02)^"'+^^^ /ai + ^2 < " - l) + V^eci (t^'H^^ / ai + aa > n - 1) . 



line base de S^^ o)/{'^'^' ^'^} ^ ^{o 0) donnee par (t°,..., t""^) , d'ou S'^'^ o)/{'^'^' -^(o 

est de dimension n — 1. □ 



0) 



2.5. Remarques. 

i) a) Si n = 2, {S^ , S^} est I'ideal d'augmentation de S"^. 

6; Si n = 3, S'(^5_o)/{'^'^' ^'^} ^^0,0) ^^t yect(ti - ta) + V"eci (t" H"' / ai + a2 > - 1) et est done 
I'ideal de engendre par — t2, tf, t\ et ii<2- 

c; Si n > 4, ii - i2 e {S"^, S"^} n Sf^ ^^-^ et (ti - <2)i2 i {S"^, S"^} n S'g , done [S^ , S^} n'est pas un 
ideal de S"^. 

ii^ Si n > 3, alors S"^(2) = g. Si n = 2, alors S^{2) = S'(2) est isomorphe a sl(2) ® sl(2). On pent alors 
en deduire une preuve plus rapide du theoreme [2] en utilisant la composante isotypique triviale de 
S"^ sous Taction de s[(2) s[(2) plutot que Taction de g. En effet, cette composante isotypique 
-^^(2) 051(2) verifie : 

Sfi(2)(B.m ^ Keri{xi,.})nKeri{xl.})nKer{{yl.})nKer{{yl.}) 

r. ( d \ ^/ d \ ^/ d \ ^/ d 
C Ker xi —— n Ker X2 ^r— H Ker yi - — n Ker y2 ^ — 
\ oyij \ dy2j \ dxij \ 6x2 

C C[a;i,a;2,y2] n C[a;i, 0:2, yi] n C[a;2, j/i, 2/2] n C[a;i, yi, 2/2] 

C C, 

done 5'^(2)es[(2) = '^uite, = C + {5'^,S"^} et on verifie aisement que Cn{5'^,S"^} = (0). 

3 Methode utilisee pour les trois groupes de Weyl de rang 2 

3.1. Nous montrerons par la suite que, dans le cas des groupes A2, B2 et G2, les hypotheses suivantes 
sont verifiees : 

Hypotheses 

a) S ~ S{V), avec V de dimension 4, graduee avec les elements de V homogenes de degre 1. La com- 

posante homogene de degre n de S* est notee S{n). De plus, S est munie d'un crochet de Poisson 
{— , — } homogene de degre —2. 

b) G est un groupe fini agissant par automorphismes de Poisson homogenes de degre sur 5. On note 

S'^ Tensemble des elements de S invariants sous Taction de G ; c'est une sous-algebre de Poisson 
graduee de S. 

c) II existe trois elements non nuls de S'^{2) notes E,F,H verifiant : 

{E, F} = H, {H, E} = 2E, {H, F} = -2F 

Autrement dit, Vect{E, F, H) muni de { — , — } est une algebre de Lie isomorphe a s[(2). Alors 5l(2) 
agit sur S de la maniere suivante : pour tons P G 5, X 6 s[(2), 

X.P = {X, P}. 

Cette action est homogene de degre 0. Par suite, pour tout n G N, S{n) est somme directe d'espaces 
de poids : 

ou S{n), = {Pe S{n) / H.P = iP}. 
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3.2. Notations. Soit M un 5[(2)-module. On note M^H2) sa composante isotypique triviale : 

^4[(2) ={P M /MX e s[(2), X.P = 0}. 

Dans le cas de 5, comme E, F et H sont G-invariants, Taction de sl(2) et Paction de G commutent et 
done : 

(S )<i[(2) = ('S's[(2)) ■ 

Nous noterons par la suite 5*^(2) cette sous-algebre de Poisson. 

3.3. Soit M un sous-s[(2)-module simple de S**^. Si M n'est pas trivial, alors s[(2).Af est un sous- 
module non nul de M, done est egal a M. Par suite, M C {S'^^S^}. Les composantes isotypiques non 
triviales de 5"^ sont done incluses dans {5"^, S"^} et par suite : 



5G}n5G^^- 

Nous nous interessons done maintenant a 5^(2) ^ {^'^ ^ S'^} ^ ■^^(2)- 

Proposition 3 i) L'espace vectoriel >5'5((2)(2) est de dimension 1. On notera D un generateur fixe de 
cet espace. 

ii) La sous-algebre Ssi[2) est engendree par D. 

Hi) II existe TV e N*, tel que »S'^(2) ^'^ sous-algebre de S engendree par . 

Lemme 4 Les applications m : S ® S — *■ S et { — S ® S — > S , respectivement donnees par le 
produit et le crochet de Poisson de S, sont des morphismes de sl{2) -modules. 

Preuve. Soient X e 5 [(2), P,Q e S. 

m{X.{P®Q)) = m{X.P®Q + P®X.Q) 

= {X,P}Q + P{X,Q} 

= {X,PQ} 

= X.m{P®Q), 



{X.{P®Q)} = {X.P®Q + P®X.Q) 

= {{X,P},Q] + {P,{X,Q]} 
= {X,{P,Q}] 
= X.{P®Q}. 

(On a utilise I'egalite de Jacobi pour I'avant derniere egalite). Done m et { — , — } sont des morphismes de 
sl(2)-modules. □ 

Preuve de la proposition [3] Graduons S sur en mettant les elements de S{\)i homogenes 
de degre (1,0) et les elements de S'(l)_i homogenes de degre (0,1). On note S{i,j) les composantes 
homogenes de S pour cette graduation. Alors la serie formelle de Poincare-Hilbert ^{x,y) de S est : 

$(x,y) =^dimc5(i,i)xV' = (^Y^) (t^) =II(* + l)(j' + l)^'y'- 

Comme m est un morphisme de s[(2)-modules, m est homogene pour le poids et le degre. Autrement 
dit, pour tons i,j G Z, m,n,j € N, S(m)iS{n)j C S{m-\-n)i+j. D'autre part, on remarque que 5(1,0) = 
5(l)i et 5(0,1) = 5(l)_i. Comme S est engendree par 5(1) = 5(1, 0) © 5(0, 1), si j,j G N : 



5(z,j) = 5(1, 0)^5(0, 1)^' = 5(l)15(l)ii c S{i + j) 
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S{n)k= S{t,j). (1) 

i-\-j—n,i—j—k 

On note Xn le caractere du s[(2)-module S{n) : 



On pose alors : 



Par (P) 



Xn{q) = ^ dime S{n)k ■ 
feez 



C{q, h)^Y^ Xn(g)/i" = Yl ^*"*c S'(")fc /^"g''. 

n— n.fc 



A;G^,nGM i-{-j—n, i—j — k 

= Y dimcS{i,j)h'+^q'-^ 

= ^ dime S{iJ){hqy i - 
= <i>{hq,h/q) 

= E(* + i)(j' + i)'^'^' 

Comme la dimension de S'(ft)s[(2) est la difference du terme constant et du terme en q"^ de Xn, cherchons 
ces deux coefficients. II faut done prendre : 



1. Pour le terme constant de Xn ■ 



n 

I + J = n 1*^2' 



n 
2' 



2. Pour le terme en q^ de Xn '■ 



* ~ 2 ^ 

J = 

Par suite, si n est impair, ces deux coefficients sont nuls et done S'(n)g[(2) = (0). Si n = 21 est pair, le 
terme constant est {I + 1)^ et le terme en q^ est l{l + 2), done : 

dime S{n),i^2) = (l + 1)^ - + 2) = 1. 

En particulier, S{2)^i(^2) est de dimension 1, ce qui implique le premier point. Comme m est un morphisme 
de sI(2)-modules, pour tout Z e N, est un element non nul de 5(2^)51(2) et done forme une base de 
5(20.[(2)- Par suite, 5,[(2) ^ C[D]. 

Comme G agit de maniere homogene sur 8^1(^2) et que 5'si(2){2) est de dimension 1, il existe un unique 
caractere k de G tel que pour tout a G G, a.D = k{(j)D. Comme <S'^(2) sous-algebre graduee de 

Ss\(2) ■ 

'5'm(2) = Vect{D'' /\/creG, a.D'' = D'') 

= FecipVVo- e G, K(cr)'= = 1) 

= Vect{D'' / k'' = 1) 

= Vect{D'' / o{k) \k). 
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Ssi(2) = Vect{D^ / N\k) = K[D^]. □ 

3.4. Par homogeneite, les composantes homogenes de Ss\{2) etant nulles ou de dimension 1, 

{5^, 5^} n 5,^(2) = Vect [D^'' I D'^^ e {S^, S^]) . 

Decrivons maintenant un precede permettant de construire des elements de {S"^, S"^} fl 5^(2) • 

Proposition 5 Soit P G un vecteur de plus haut poids /? homogene de degre qi et Q G S"^ un 
vecteur de plus haut poids (3 homogene de degre Q.-2,. On pose a = {ai+a2 — 2)/2, qu'on supposera entier. 
On definit par recurrence sur i : 

p{0) = p p{l3-2i) ^ p(/3-2i+2)|^ 

Qi0) = Q, = {F, 

Alors il existe deux scalaires X,fiGC tels que pour tout A; e N, 

^(_l)i{p(/3-2i), Q-(/3-2i)£,fe} = + 

En particulier, si N \a + k, {X + kn)D°'+^ e {S"^ ® S^} n S'^(2) • 
Preuve. 

Montrons d'abord que I'element suivant est dans {S ® 3)^1(2-^ : 

13 

V = ^(-l)^p(/3-2^) ^ g-(/3-2^)_ 
i=0 

Comme P et Q sont des vecteurs de plus haut poids /3, pour tout i, p(''~2i) q{(3-2i) ^^^^ vecteurs 
de poids /? - 2i et {F, p(-/3)} = {F, Q<<-'^)} = 0. On a done : 

13 13 
H.V = J2{-iy{H, p(/'-2»)} (g, g-(/3-2i) + J2(^_iyp{f3-2i) ^ Q-(/3-2i)} 

i=0 i=0 
P 13 

i=0 i=0 

= 0, 

F.V = ^(-1)'{P, p(''-2i)} ® Q-(/5-2i) + ^(_i)ip(/3-2i) ^ ^p^ Q-(/5-2i)} 
i=0 i=0 
0-1 
= ^(-l)ip(/5-2'-2) ^ Q-(/3-2i) + ^(_l)ip(/3-2i) ^ Q-(/3-2i+2) 

i=0 i=l 

= 0, 

done V est un vecteur de plus bas poids 0, done est un element de {S (g) S')si(2). Par suite, pour tout 
keN,P(B)D'' e{S(®S(^ S')^((2). 

Comme m et {— , — } sont des morphismes de s[(2)-modules, {— , — } o (Id ®m){'P <Si D'^) G Ssi(^2)- Par 
homogeneite, il s'agit d'un element homogene dc dcgrc ai + ^2 + 2A: — 2 = 2{a + k), done il existe Afe S C, 
{-, -} o (Id (g) m){V (g) D'') = XkD°'+''. En particulier, posons A = Aq. 

De la meme maniere, D ®V G (5(g)5(g) <S')s[(2), homogene de degre 2a + 4, done en appliquant 
m o ({— , — } (g) 7rf), il existe G C, 

^(-l)^{i?,p('5-2i)}g-(/5-2i) = 
j=0 
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{-,-}o(7rf0m)(P0£)*=) = ^(-l)'{p(/3-2'),Q-(/3-2i)£,fe} 

i=0 

13 

= ^(_l)i{p(/3-2i)^g-(/3-2i)|£,fc 



done Afe = A + kfi. □ 

3.5. Remarques. 

i) Les scalaires A et sont determines par 

/3 



+ ^(_l)»{p(/3-2i)^£,}fcQ-(/3-2i)£,fc-l 
i=0 

(A+fc/x)^«+^ 



1=0 



li) On pent eventuellement prendre P = Q. 

Hi) Pour = 0, Felement ^(— 1)'{P(^~^*\ Q"^'^"^*^} peut etre represente a I'aide d'arbres de la maniere 
suivante, en utilisant I'anti-symetrie de {— , — } : 




+ ... 




3.6. Nous avons done un proccdc pcrmcttant dc montrer que certains D'' appartiennent a {S*^, S*^}. 
Donnons niaintcnant un critcrc pcrmcttant dc montrer que D'^ ^ {iS''^,>S'^} : 



Proposition 6 Soit A: G N. On suppose que : 



^ S"^(2fc + 2 - i) (8) 



= 0. 



=0 



s((2) , 



AlorsD'' ^ {S^,S^}. 

Preuve. Supposons D'' € {S'~^,S'~^}. Comme {— ,— } est un morphismc dc s[(2)-modulcs, { — } 
envoic les composantes isotypiques de S"^ S'-' sur les composantes isotypiques de S correspondantes, 
done D*^ posscdc un antecedent dans (5*^ (g) S'^)^i(^2)- Par liomogeneite, il possede alors un antecedent 
dans {S^ ^ S^)si{2){'^k + 2). Par antisymetrie de {— , — }, il possede un antecedent dans : 

fc+i /fe+i \ 

^(5«(2fc + 2 - ^^W),i(2) = -^""(^fc + 2-i)® 

i=0 \i=0 / s[(2) 

Done I'image par {— , — } de ce sous-espace de 5*^ <8) S'^ est non nuUe. □ 
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4.1. Fixons tout d'abord les notations. Soit S — C[xi,X2,yi,y2\, niuni du crochet de Poisson donnc 



par 



{-,-} 


Xl 


yi 


X2 


2/2 


Xi 





1 








yi 


—1 





r\ 


















1 


y2 








-1 






Le groupe G — B2 ^ (il)^ ^ '5'2 agit par autoniorphisnies de Poisson homogenes sur I'algebre S de 
la maniere suivante : 





Xl 


yi 


X2 


2/2 




exi 




e'x2 


e'y2 


(e,e',(12)) 


e'x2 


e'2/2 


exi 





Lemme 7 Considerons les elements de S suivants 



yl + yl 



H 



-[xiyi + X2y2)- 



Alors {E,F,H) verifie I'hypothese c). 
Preuve. Calculs directs. □ 

Les elements E, F et H agissent par derivation sur S. Donnons lour action sur les generateurs 





Xl 


yi 


X2 


2/2 


E 





Xl 





X2 


F 


yi 





2/2 





H 


Xl 


-2/1 


X2 


-2/2 



Par suite, Paction de E, F et H est donnee par : 



d 


d 






xi^ 

oyi 


oy2 






d 


d 






y^d^i' 








d 


d 


d 


d 


xi^ 

0x1 


f X2-^ 

0X2 


oyi 


dy2 



On a done 5(1)1 — Vect{xi, X2) et S'(l)_i = Vect{yi,y2), done I'hypothese d) est satisfaite. 
4.2. On considere I'element suivant de S : 

D 



Xl X2 

2/1 2/2 



xiy2 - yiX2- 



Alors {E, D} = {F, D} = {H, D} = 0. D'apres la proposition H 8,1(^2) = C 

{ei,e2,<j).D = eie2e{a)D, 
done, avec les notations de la proposition [31 = 2 et -S^^j) ^ C[Z3^]. 

4.3. Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme suivant : 

Theoreme 8 On a I'egalite dime HPo{S^^) = 2. 

Preuve. On considere les elements suivants : 

P = Xl + X2, 

Q = XiX2y2 + xiyiX2 - xfyixl - xlxly2. 



[D]. De plus, 
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{E,P}^0, {H,P}^4P, {E,Q}^0, {H,Q}^iQ. 



Done P est un veeteur de plus haut poids 4 homogene de degre 4 et Q est un vecteur de plus haut poids 
4 homogene de degre 6. Appliquons la proposition [5] Par un calcul direct, on trouve : 

4 

^(_iy{p(/3-2^)^g-(/3-2^)| ^ {-48x6)D\ 
i=0 

4 

^(_l)'{p(/3-2»)^^|g-(/3-2») ^ (-_48)D5. 
i=0 

Done pour tout fc e N, -48(6 + 2k)D^+'^^ e {S^\S^^}. Autrement dit, pour tout I pair superieur ou 
egala4, e {S^\S^^}. 

Reste a etudier le cas de 1 et D^. Comme dans le paragraphe [31 graduons S sur N'^ en mettant xi 
et X2 en degre (1,0) et yi et j/2 en degre (0,1). Solent S{i,j) les composantes homogenes pour cette 
graduation. On pose : 

Posons H = (±1)2 et = 5*2. Comme B2 ^ H x K, S^^ = (S")^ . Une base de S" est donnee 
par les monomes x"^ 2/^^X2^2/2^, cki,/3i ayant la meme parite, 02, /?2 ayant la meme parite. Soit le 
caractere du 52-module S^{i,j) et posons : 

Comme le groupe 5*2 agit par permutation sur les monomes, Ci,j(cr) est le nombre de monomes de de 
degre (i,j) fixes par a. En consequence : 

a) Pour a = id, les monomes fixes par id sont les monomes x^^yf^Xj^t/j^ , ayant la meme parite, 

C(2,f32 ayant la meme parite. Done ^{id) est la serie de Poincare-Hilbert de I'algebre N^-graduee 
C[x^,yJ,xiyi,X2y2] : 

l + xy Y 
(l-x2)(l-y2); ■ 

b) Pour a = (12), les monomes fixes par (12) sont les monomes (xiX2)"(yiy2)'', ct, P ayant la meme parite. 

Done ^((12)) est la serie de Poincare-Hilbert de I'algebre N^-graduee C[(xiX2)2, (2/12/2)^,2:12/1X22/2] : 

^((12))- ^ + 

(l-a:4)(l-2/^)• 




Par suite, comme dtmdS" {i, j)) = M!^) + ^'.^"((l^)) 



$(x,2/) 



2 

^{id) + C((12)) 1 + xy + 2x^2/2 + xy^ + x^y + x^y^ + x^y'^ 



2 (1 + .X2)(l - x)2(l + x)2(l + 2/2)(l - 2/)2(l + 2/)2 ' 

On note Xn le caractere du s[(2)-module S^^{n). On pose alors : 

00 

n=0 n,fc 

De maniere semblable a la preuve de la proposition [3] : 

+ K^q^ + _^ 2;i4^6 _^ ^^4^8 ^ ^^6^6 /j8^6 



X(g,/i) = ^{hq,h/q) = 



{K^q^ + l)(/l2 + g2)(/,q + l)2(^ _ /j)2(/j _^ ^)2(/^g _ 1)2 
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xo{q) = 1: 

X2iq) = q^ + l + q-^: 

Xi{q) - 2g4 + 2g2 + 3 + 29-2 + 29-4, 

X6 (q) = 2g6 + 3^4 + + 4 + 49-2 + 3^-4 + 2^-^ 

(Notons que {n) — (0) si n est impair, done S^^{n) = si n est impair). 

Appliquons la proposition [H pour fc = 0. Le caractere de (2) 5^= (0) + 5^" (1) 5^" (1) est X2{q), 
done (5^^(2)®5^=(0) + S'^=(l)®5^^(l))^((2) = (0), done 1 ^ {S^^,S^^}. 

Appliquons la proposition E] pour fc = 2. Le caractere de S^^ (6) 5*^^ (0) + 5"^^ (5) ® 5^^ (1) + S^^ (4) ® 
(2) +5^^ (3) 5'^^ (3) est : 

X6{q) + Xi{q)X2{q) = + + 11^2 + ^ + llq-^ + ^q-i + 4^-6^ 
done (5^2(6) ® 5^^(0) + 5^2(5) ® + 5^^ (4) ® 5^^ (2) + 5^2(3) ® ^^'(3))^,(2) = (0), done L*^ ^ 

En conclusion, seuls les polynomes 1 et n'appartiennent pas au sous-espace {S^^,S^'^}. Done 
dimcHPoiS^^) = 2. □ 



5 Calculs pour A2 et G2 

5.1 Calculs pour A2 

5.1.1. Soit S' — C[a;i, X2, X3, yi, 1/2, 1/3], muni du crochet de Poisson donne par : 



{-,-} 


Xl 


2/1 


X2 


2/2 


a;3 


2/3 


Xi 





1 














yi 


-1 

















X2 











1 








2/2 








-1 











X3 

















1 


2/3 














-1 






Le groupe G = A2 = S3 agit par permutation des indices. 5 est la sous-algebre de S' engendree par 
Xl — X2, Xl — X3, yi — 1/2 et j/i — y3. C'est une sous-algebre de Poisson graduee et un sous A2-module ; en 
fait : 

S' = C[xi + X2 + X3, Vi+y2+ 2/3] ® S. 
Comme xi + X2+ X3 et yi + 2/2 + 2/3 sont A2-invariants : 

[SY' = C[a;i + X2 + X3, yi + 2/2 + 2/3] ® S^^ . 

De plus, S est I'algebre des polynomes en les elements : 

ai = 2xi ~ X2~ X3, 

02 = -Xl + 2X2 - X3, 

h = 2yi - 2/2 - 2/3, 
&2 = -2/1 + 22/2 - 2/3- 

On pose egalement : 

03 = -Xl - X2 + 2x3, h = -yi - 2/2 + 22/3, 

de sorte que : 

le groupe A2 agit sur ai, 02 et as par permutation des indices ; 
b) le groupe A2 agit sur bi , 62 et 63 par permutation des indices ; 
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Le crochet de Poisson de S est donne par le tableau suivant 



{-,-} 


ai 


bi 


0-2 


b2 


ai 





6 





-3 


h 


-6 





3 










-3 





6 


62 


3 





-6 






5.1.2. Mettons en evidence la copie de s[(2) de S^^ 
Lemme 9 Considerons les elements de S suivants 



E 
F 
H 



a? + On + a\ 



a\ + 0-2 + aia2 



18 

bl + bl + bl 
18 

a-ibi + 02^2 + 0363 



bl + hl + bib2 



2ai5i + 0162 + bia2 + 20262 



Alors {E,F,H) verifie I'hypothese c). 

Preuve. Comme A2 agit par permutation dcs indices, E, F et H sont A2-invariants. Le reste se 
demontre par des calculs directs. □ 

Les elements E, F et H agissent par derivation sur S. Donnons leur action sur les generateurs : 





ai 


61 


02 


62 


E 










02 


F 


61 





62 





H 




-61 


0-2 


-62 



Par suite, Paction de E, F et H est donnee par : 

d 



^ d d 8 B 

{H,-\ = ai- 1-027^ 61— 027^-- 

oai oa2 obi 062 

D'autre part, on a done 5(l)+i = Vect{ai,a2) et S'(l)_i = Fect(6i,62), done I'hypothese d) est 
satisfaite. 



5.1.3. On considere I'element suivant de 5* : 



27 



111 

Xi X2 X3 

yi y2 ys 



= 0162 - 6102. 



Mors {E,D} {F,D} = {H,D} = 0. D'apres la proposition H S,^2) = ^D]- De plus, a.D = e{a)D, 
done, avec les notations de la proposition [31 N = 2. 

5.1.4. Nous pouvons maintcnant demontrer le theoreme suivant ; 
Theoreme 10 On a I'egalite dime HPq{S^^) — 1. 
Preuve. On considere I'element suivant : 



P = - 



a? + 02 + o| 



2 2 
= aia2 + 0102- 
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done P est un vecteur de plus haut poids 3, homogene de degre 3. Utilisons la proposition O avec P = Q. 
Par un calcul direct, on trouve : 



i=0 

3 

^(_l)»{p(/3-2z)^^|p-(/3-2.) ^ (-36)7^3. 



Done pour tout k E N, —36(4 + 2k)D^^^'^ e {S^^^S^'^}. Autrement dit, pour tout I pair superieur ou 
egala2, e 

Reste a etudier le eas de 1. On procede comme pour B2^ avec des notations semblables. Comme dans 
le paragraphe [31 S' est graduee en niettant xi,X2 en degre (1,0) et yi,?/2 en degre (0, 1). On pose : 

^'{x, y) - E {sY' ihj) x'y\ Hx, y) = E '^^'"c s^- {t, j) x'y^. 

i,3 hi 

Une base de S' est donnee par les monomes x^"^ y^^ x'^'^ 1)2^ x"^^ y^'^ . Soit ^^'^ le caractere du y42-module 
S'{i,j) et posons : 

^'(rr „-\ - ST f'. . 



i'{x,y) = ^£.l,jx'y^ 



Comme A2 agit par permutation sur les monomes, ^'^ ^ (a) est le nombre de monomes de S^'^ de degre 
(i,j) fixes par cr. En consequence : 

a) Pour a = id, les monomes fixes par id sont les monomes y^^ X2^ y2^ x'^^ y^^ . Done i'{id) est la serie 
de Poincare-Hilbert de I'algebre N^-graduee <C[xi,X2, ^3, yi, 2/2, 2/3] : 



1 



{l-x){l-y) 



h) Pour a — (12), les monomes fixes par (12) sont les monomes {xiX2)°'{yiy2)^x'^^y^^ . Done ^'((12)) est 
la serie de Poincare-Hilbert de I'algebre N^-graduee C[xlX2,xz,yly2^ 2/3] : 

r((i2)) 



(l-x2)(l-y2)(i_a,)(i_y)- 



c) Pour a — (123), les monomes fixes par (123) sont les monomes {xiX2X'i)°' {yiy2yz)^ ■ Done ^'((123)) 
est la serie de Poincare-Hilbert de I'algebre N^-graduee C[a;ia;2a;3, j/12/22/3] : 

e'((i23)) 

Par suite, comme dimc{S' {i, j)) 



(l_a;3)(l_y3)- 

ei,(^«g) + 3a,-((12)) + 2g[^.((123)) 



$'(x,y) = 



6 

C{td) + 3e{{12)) + 2C{{m) 
6 



Comme {S')^^ = S[xi + X2 + X3,yi + y2 + ys] 5"-^", = 7- ^7^ ct done : 

{l-x){l-y) 

, 1 + xy + xy"^ + x'^y + x'^y'^ + x^y^ 

^""'^^ " {X + l)(x2 + a; + 1)(1 - .X)2(jy + l)(jy2 + y+ 1)(1 _ y)2 ' 

Comme pour i?2, en notant x„ le caractere du 5[(2)-module S^'-'{n), on obtient : 



(/i<Z + l){h + g)(/i2 + /iq g2)(/i2^2 + + _ ^)2(i _ 
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xo{q) 


= 1, 








xiig) 


= 0, 








X2{q) 


= q' + 








X3(g) 


= + 


q + q-^+q-\ 








A 

= + 


q^ + 2 + q-^ +q-^, 






Xbiq) 


= q^ + 


2q^ + 2q + 2q-^ + 2q-^ + 






X6{q) 


= 2q^ - 


f + 3q^ + 3 + 3q-^ + 2q-^ 


+ 2g-^ 




Xril) 


= q' + 


2q^ + 3q^ + 3q + Sq^^ + Sq^^ 


+ 2q-^ 




xsiq) 


= 2q^ - 


f 3q^ + + V + 5 + 4g-2 


- 4g-* 4 


-3g-'^+2g-^ 


X9{q) 


= 2q^ - 


f 3(7^ + V + 5(7^ + 5q + 5q^^ 


+ 5g-^ 


+ 4g-^ + 3g-^ + 2g-^ 


xio(g) 


= 2q^° 


+ 3q^ + 5q^ + 5q^ + 6q^ + 6 + 


6q-2 + 


5(7""^ + 5(7"^ + 3q-^ + 2q 



Appliquons la proposition [g] pour fc = 0. Le caractere de S^^{2) S^''{0) + ^^"(l) 5*^^(1) est X2{q), 
done (S''4^(2)®S'^^(0) + 5-4^(1) = (0)' d'ou 1 ^ {S^^,S^^}. 

En conelusion, seul le polynomc 1 n'appartient pas a {S^^ , S"^^}. Done dime HPo[S^'^) = 1. □ 

5.2 Calculs pour G2 

5.2.1. On reprend les notations du paragraphs precedent. Comme 02 = x (±Id), S'^^ ~ {S^'^^^^^'^^ 
et par suite : 

00 

S*^^ = 0S'^^(2fc). 

A;=0 

Done E,F,H,D^ e Par suite, S^^f^^ €[1)2]. 

5.2.2. Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme suivant : 
Theoreme 11 On a I'egalite dime HPo{S^^) = 3. 

Preuve. On considere les elements suivants de S : 

P = al + a^+al 

= 2al + 2al + 60102 + \^a\a\ + 200^0^ + l^ala^ + 6aia^, 
Q = a'j'(a262 + fls&a) + a2(ai&i + 0363) + (ai6i + a2&2) 
—a\hi{a\ + flg) — 02^2(0^ + a\) — 0363(0^ + a\) 

= —20^0262 — 2ai6ia2 — 50^02^2 + 2a\hia\ + 5a'^a262 + ba^bia^ + 2a\a\h2 — ^a\bia\. 

Comme le groupe A2 agit par permutation sur les indices, P et Q sont A2-invariants. Comme ils sont 
homogenes de degres pairs, ils sont dans S**^^. De plus : 

{E,P}^0, {H,P}^6P, {E,Q}^0, {H,Q}^6Q, 

done P et Q sont des vecteurs de plus haut poids 6. Utilisons la proposition [5) Par un calcul direct, on 
trouve : 

6 

^(_l)'{p(/3-2»)^g-(/3-2»)| ^ (25 920 X 8)i:'^ 

i=0 

6 

^(_l)»{p(/3-2») £,}g-(/3-2») ^ (25 920)D^. 

i=0 

Done pour tout fc G N, 25 920(8 + 2k)D^+'^^ e {S"^^ 5"^=^}. Autrement dit, pour tout I pair superieur ou 
egala6, G {S^\S^^}. 
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proposition [H] pour k — 4. Nous avons calcule le caractere de S^^ (n) pour n < 10 dans la section 
precedente et done le caractere Xn {q) de S^^ (n) : 



xo(q) 


— i, 












X2{q) 


= q + 


1 1 ^ — 2 

l + q , 












— q + 


^2 1 r) 1 — 2 


+ 9 . 








X6[q) 


= Zq - 


1 o 4 1 2 1 

f + dij' + 


d + +2(7 


+ 2q . 


) 




xs{q) 


= 2q'- 


f 3q^ + Aq^ + 


V + 5 + 4q-2 4- 


- 4g-4 4 


- 39-6 - 




xioiq) 


= 2q'° 


+ 3g*^ + - 


h 5<?-* + 6(?2 + 6 + 


6q-^ + 


5q-^^ 


- 5q"^ + 3q-^ + 2q 



(Si n est impair, Xn(g) = 0). Par suite, le caractere de 5"^=^ (6) S^^{0) + S^''{4) (g) S^''{2) est : 

X6 + X2X4 = + 4g* + + 7 + 7q-2 + 4q-i + 3^-6^ 
done (5^^(6)®5^^(O) + S"^^(4)0S"^^(3))^j^2) = ^uite, L»2 ^ {5'G2^5'G2}_ 

Appliquons la proposition [H] pour fc = 4. Le caractere de S'^^{10) (S) S"^"(0) + 5"^2(8) ® 5"^2(2) + 
S^^i6)(g)S^'{4) est : 

xiol*?) + X8{q)x2{q) + x&{q)x-i{q) 

= Qq^° + I2q^ + 23(?^ + 2%q^ + 35(?2 + 35 + 35g"2 _^ 28(7""^ + 23g"^ + I2q-^ + 69-^°, 
done (5^^(10)® S"='nO) + S"^^ (8) 5^^(2) + 5'^^ (6)0 S'^^(4))^j^2) = W- '^uite, i 

Enfin, seuls les polynomes 1, et n'appartiennent pas a {S**^^, 5'^^}. Done dim,cHPQ{S'^^) = 3. □ 
5.2.3. Remarques. 

a) Le sous-espace {S'"^^, S"^^} est un ideal : c'est I'ideal d'augmentation de S"^^. 

b) Le sous-espace {S^'',S^^} n'est pas un ideal de En effet, E = ^{H,E}, F = -^{H,F} et 

H = {E, F}, done E, F et H appartiennent a {S^'^, S^'^}. Un calcul direct montre que : 

H'^ + iEF = D^. 

Or ^ {S^^, S^^}, ce qui montre que ceci n'est pas un ideal. 
Le sous-espace 

I5.G2 5-G21 j^>j,g^ jjj^j^i gG2^ En effet, S = ^{H,E}, F = -^{H,F} et 

H — {E, F}, done E, F et H appartiennent a {S"^^, S"^^}. Un calcul direct montre que : 

H'^ + AEF= —D^. 

27 

Or ^ {S'~^^, <S"^^}, ce qui montre que ceci n'est pas un ideal. 

6 Presentations des algebres d'invariants par generateurs et re- 
lations pour les trois groupes de Weyl de rang 2 

6.1 Cas de A2 

6.1.1. Reprenons les notations du paragraphe l5.1l Rappelons que S^^ est N^-graduee en mettant ai, 
a2 homogenes de degre (1,0) et bi, 62 homogenes de degre (0, 1). La serie formelle de Poincare-Hilbert 
de est : 

, I + xy + xy"^ + x'^y + x'^y'^ + x^y^ 

^""'^^ = (l-x2)(l-x3)(l-y2)(l_y3) • 
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Si 
Ti 
Ui 
S2 
T2 
U2 
H 



aia2 + dgfls + ai^s a\ + a\ + a\a2 



aib\ + 02&2 + «3&3 _ 2016162 + 2026162 + ai6^ + 026? 

9 ~ 9 ' 

6162 + 6263 + 6163 _ 6f + 6| + 6162 

9 ~ 9 ' 

616263 _ 61 6| + 626^ 
' 9 ~ 9 ' 

af 61 + 0362 + 0^63 2010261 + 201O261 + 0^62 + o|6i 
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0161 + 0262 + 0363 2oi6i + 0162 + 0261 + 20262 



Comme A2 = S3 agit sur (oi, 02, 03) et (61, 62, 63) par permutation des indices, ces elements sont bien dans 
S"^^ . On note R = C[Si,Ti, S2, T2]. Par la theorie des fonctions symetriques, Si et Ti sont algebriquement 
indcpendants et S2 et T2 sont algebriquement independants. Par suite, R est une algebre de polynomes 
a quatre variables et sa serie de Poincare-Hilbert est : 



(l-a;2)(l-x3)(l-2;2)(l_y3)- 



Lemme 12 Tout element de S^'^ s'ecrit de maniere unique : 

Po + PiH + P2H^ + PaH^ + QiUi + Q2U2, 
avec Po, -Pi, -P2, P3, Qi, Q2 des elements de R. Autrement dit, S^'^ est un R-module libre de base (1, H, H^, H^, Ui, 1/2)- 
Preuve. Unicite. Supposons que Q G S'^'^ s'ecrive : 

Q = Po + PiH + P2//2 + p^H^ + Q^Ui + Q2U2, 

avec Po, Pi, P2, P3, Qi,Q2 des elements de R. On introduit Taction de A2 par automorphismes d'algebre 
sur S suivante : pour tout cr € 53, 



a -k a .. 



(7*6 ; = h i . 



Comme Si, Ti, S2 et T2 sont invariants sous cette action, les elements de R sont invariants sous cette 
action. Par suite, pour tout a G S3 : 



ai.Q = Po + Piia* H) + P2{ai. H^) + Paia * H^) + Qi{a*Ui) + Q2{a* U2). 



On a done : 



( 


1 


H 






Ui 


U2 


\ 


( \ 




(12) *1 


(12) ★iJ 


(12)*i72 


(12) 


(12)*C/i 


(12) * U2 




Pi 




(23) *1 


(23)*7J 


(23)*i72 


(23)7k-ij3 


(23) ★ Ui 


(23) * U2 




P2 




(123) *1 


(123) *i7 


(123)*i72 


(123)*i?3 


(123)*C/i 


(123) ★t/a 




Pa 




(132)^1 


(132) 


(132)*i72 


(132)*i?3 


(132)*C/i 


(132) ★[/a 




Qi 


K 


(13) *1 


(13)*iJ 


(13) ★iJ^ 


(13)*£r3 


(13) * Ui 


(13) ★ U2 


J 


\Q2 J 



( Q \ 

(12)*Q 
(123) ★Q 
(132) *Q 
V (13)*Q / 



Le determinant de la matrice du membre de gauche est : 



-1 
9^ 



97 



(01 - 02)^(01 - 03)^(02 - 03)^(61 - 62)^(61 - 63)^(62 - 63)' 

(oi - 02)3(2oi + 02)^(01 + 202)^(61 - 62)^(261 + 62)^(61 + 262)^ 



II est done non mil. Par suite, les Pi et les Qj sont entierement determines en multipliant le vecteur du 
membre de droite par I'inverse de la matrice du membre de gauche. 
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base (1, H, H^, H^, Ui, t/2). Par suite, sa serie de Poincare-Hilbert est : 

1 + xy + xy^ + x'^y + x^y^ + x^y^ 
(l-a;2)(l-x3)(l-y2)(i_j;3) • 

C'est egalement la serie de Poincare-Hilbert de 5"^^. Comme M C 5"^^, M = S^^ . □ 

6.1.3. Remarque. La preuve du lemme precedent est algorithmique et permet done de calculer ex- 
plicitement la decomposition des elements de S-^^ dans la base (1, H, H^,H^, C^i, £^2). 

6.1.4. Nous pouvons maintenant donner une presentation de S^^ ; 

Theoreme 13 S^^ est engendree par Si, Ti, Ui, S2, T2, U2 et H et les relations suivantes : 





= -452 52 


- 3T1T2H 


+ 5SiS2H^ 


HUi 


= -35ir2 


- S2U2, 




HU2 


= -3Ti52 


- SiUi, 




ul 




- 3S2H^ + 


ST2U2, 


ul 


= 123^82 


- 35iij2 + 




U1U2 


= 9TiT2~ 


12S1S2H- 


F3ij2. 



Preuve. D'apres le lemme precedent, S^^ est engendree par ^i, Ti, Ui, S2, T2, U2 et H. Les relations 
entre ces elements sont donnees en decomposant les produits des elements de la base (1, 7?, i?^, H^, J7i, C/2) 
du R-module S^^ dans cette meme base. Des calculs directs utilisant I'algorithme de la preuve du lemme 
precedent donnent le resultat annonce. □ 

6.1.5. Le tableau suivant donne le crochet de Poisson entre les generateurs de 5"^^ : 





Si 


S2 


Ti 


T2 


H 


Ul 


U2 


Si 





-H 





Ul 


-25i 


2U2 


3Ti 


S2 


H 





-U2 





252 


-3T2 


-2Ui 


Ti 





U2 





-65i52 + iH" 


-STi 


-6SIH 


est 


T2 


^Ui 





65152 - 3i?^ 





3T2 


-65| 


6S2H 


H 


2Si 


-2^2 


3Ti 


-3T2 





-Ul 


U2 


Ul 


-2J72 




65ii7 


65| 


Ul 





-305i52 +3i7^ 


U2 


-STi 


2Ui 


-&S'i 


-652iJ 


-U2 


305i52 - 3i/^ 






En particulier, H = {S2, Si}, Ui = {52, T2} et U2 = {Ti, S2}. 

6.1.6. Enfin, on pent aisement montrer que les formules precedentes definissent un crochet de Poisson 
sur I'algebre de polynomes C[5i, , Ti, C/i, 52, 12, C/2, -H^]. (H sufht de verifier I'identite de Jacobi sur les 
sept generateurs, ce qui se fait par un calcul direct long, mais sans difficulte). 

6.2 Presentations de S"^" et S^^ 

6.2.1. Reprenons les notations du paragraphe l5.2l Comme S^^ est la somme directe des composantes 
homogenes de degre pair de S^^ , on deduit immediatement les resultats suivants : 

Theoreme 14 t) S^^ est engendree par Si, T[ = T^, S2, = ^2^ ^ = T1T2, H, Un = TiUi, 
U12 = T1U2, U21 = T2U1 et U22 = T2U2. 
a) Posons R' — C[5i, T{, 52, TJ^]. Tout element de S^^ s'ecrit de maniere unique : 

Q = Po + PiH + P2H^ + P^H^ 

+QoZ + QiZH + Q2ZH^ + Q^ZH^ 
+Q11U11 + Q21U21 + Q12U12 + Q22U22, 

oil les Pi, les Qj et les Qki sont des elements de R' . 



18 



^2 

Zj 


— T[T2, 


11 


— 4 c2 c2 "iY TJ 4- KQ, <■ 

— ^0^02 OZjH ^ 0iJ\O21l '~ 


nuii 


— OOiZ/ — >J2'-^12, 




— 002-ti *J2i^lli 


n U21 


— 001^2 *J2<-^22j 


nu 22 


— 002^ 02^21} 


"^11 


— L^0\02l\ 0021\li ]0±-^U22 


L'll'^12 


— Q7T' 1 9 ii^T' Ff ^ "^T' Ff-^ 

— iJZj-l^ LjjOiJ2-^ ^11 I 01^11 , 


1^111^21 


— lZ0i02^ — 002^11 iOzjU22j 


CViitV22 


— 7^ 19'?, '^„7FfJ_'?7 FF-^ 


"^12 


— LZiO 02-t- 1 00 \ 1 ^11 lOJ^L/ll 


T T TT 

U12U21 


n ^2 inc '7 Tj 1 o'T' zu3 

= yz — iZbib2Z H + JZii , 



S2UII — SIU2 



U12U22 


= 12SfS2Z -3SiZH^ ^ 




^21 


= l2SiSlT^ - 3S2T^H^ 


+ 3r^i722 


U21U22 


= 9ZT^ - 12SiS2T^H + 




UI2 


^ l2SlS2T2 - 3SiT2H'^ 


+ ST^Un 


ZUn 


- Ti'C/21, 




ZU12 


= Ti'C/22, 




ZU21 






ZU22 


- T^C/12. 





6.2.2. Reprenons les notations du paragraphe HI Par une methode semblable a celle utilisee pour A2, 
on montrerait le resultat suivant : 

Theoreme 15 i) S^^ est engendree par Si — xf + x^, S2 = x\x\, Ti = + T2 = 
Zl = xiyi + X2V2, Z2 = xiyiX2V2, ^3 = xiyl + X2yl et Z4 = xfyi + i^ys. 
ii) Posons R = C[S'i, Ti, 6*2, T2]. // s'agit d'une algebre de polynomes d quatre variables. Tout element de 
S^^ s 'ecrit de maniere unique : 

Q = Po+ PiZi + P2ZI + PaZj* + P^Zl + Q2^2 + 03^3 + QiZi, 

oil les Pi et les Qj sont des elements de R. 
Hi) S^^ est engendree par Si, Ti, S2, T2, Zi, Z2, Z^ et Z4 et les relations suivantes : 

Zl = I652T2 - 552^2 - 55?r2 + ^ + 

+ ( 452T1 - Z, + ( AS1T2 ^\ Z4, 



7 7 - -^l^l 7 ^ ^ 73 ^^7 ^17 

^1^2 - -^Zi + -Zl - — Z3 - —Zi, 

ZiZj, = — 5iT2 + Ti^i — T1Z2, 

ZiZ/^ — —S2T1 + SiZf — S1Z2, 

Z\ = S2T2, 

Z2Z, = (^^-SiT2)zi + ^z!-^z,+ (t2-^)z,, 

Z2Z, = f^-s2Ti)zi + ^z!+(s2-^)z,~^z„ 



zl = -SiTiT2 + {Tl -T2)Zl + {AT2-2Tl)Z2, 

= 452T2-^-^ + ^Z?-i2 
^ 4 4 4 4 

Zl - -SiS2Ti + {Sl- S2)Zl + {AS2-2Sl)Z2. 
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7.1. Soit maintenant G un sous-groupe de (±1)" agissant sur S = C[a;i, . . . , a;„, j/i, . . . , et sur 
I'algebre de Weyl A = A„(C) de la maniere suivante : en notant pi,. . . ,Pn, qi, . . . ,qn les coordonnees de 

(ci, . . . , eyi).Xj = ^iXi^ (ci, . . . , 6y^).Pi = CiPi^ 

(ei, . . . ,e„).t/j = CiUi; (ei, . . . , e„).gj = Cj^j. 

7.2. Nous avons le theoreme suivant : 
Theoreme 16 

TTT^,aG^ f s'll existe i td que G C (±1)'-'^ X {1} X (±l)''-\ 

^ ' 1 smon. 



dimcHHoiA'^) = 



,s»(-l,...,-l)^G, 

1 sinon. 



Preuve. Pour tout I < i < n, Qi = Vect{x^,Xiyi,x^) est inclus dans S"^ est forme une algebre de Lie 
isomorphe a s[(2). Par suite, comme dans les exemples precedents, avec = gi ® . . . ® fln, la composante 
isotypique triviale de 5*^ sous Taction de g est un complement aire de {S"^, 5"^}. D'autre part : 



C f|i^er({x^.})nni^er({2/^.}) 

i=l i=l 



i=l 



C C[a;i,...,a;„] nC[j/i,...,y„] 
C C. 

Done S'g^ = C et S"^ = C + {S^, S^}. Par suite, dime HPo{S^)P = si 1 G {S^, S^} et sinon. 

Supposons qu'il existe i tel que G C (±1)'~^ x {1} x (±1)"~*. Alors Xi et e 5^ et done 1 = {xi, yi} G 
{5*^, S"*^}. Sinon, G agit sans points fixes sur Vect{xi, . . . ,Xn,yi, ■ ■ ■ , yn) et done la composante homogene 
de S'^ de degre 1 est nulle. Comme {, } est homogene de degre —2, 1 ^ {S"^, S"^}. 

Enfin, rappelons que dime HHq{A'^) est le nombre de classes de conjugaison de G agissant sur 
Vect{xi, .... Xn) sans points fixes. Le seul element de (±1)" agissant sans points fixes etant (—1, . . . , — 1), 
le resultat sur dime HHo{A'^) est immediat. □ 

7.3. Remarque. Dans tous les cas, on a dime HPo{S'~^) > dime HHo{A'~^). Ces dexix nombres ne 
sont pas necessairement egaux, comme le montre le troisieme exemple ci-dessous : 

i) Pour G = (±l)"-i X (1), alors dime HPo{S'^) = dime HHq{A°) = 0. 

ii) Pour G = {(ei, . . . , e„) G (±1)" / ei . . . e„ = 1}, avec n pair, dime HPo{S'^) = dime HHo{A'^) = 1. 

Hi) PourG' = {(ei,. ..,£„) 6 (±l)"/ei . . . e„ = 1}, avec n impair superieur ou egal a 3, rfimci?fo('S"^) = 1 
et dime HHo{A'^) = 0. 

7.4. En particulier, pour I'exemple Hi), les constantes sont dans [A*^,^*^]. Voici une maniere de les 

exprimcr : 

Proposition 17 Dans A'^ , avec les notations de I'exemple Hi) ci-dessus : 

(-l)"»="'[a;i...a;„,j/i...i/„] = 2, 

(x,,y,) = (in,qi) OU {q,,pi) 

ou otx,y designe le nombre de Xi egaux a qi. 
Par exemple, pour n = 1 et pour n = 3 : 

2 = [piP2P3, 9192^3] - [qiP2P3,Piq2q3] - big2P3, 91^293] - [PlP2q3, qmPs] 

+\piq2q3,qiP2P3] + [qiP2q3,piq2P3] + [9192^3,^1^293] - [919293,^1^2^3]- 
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Premiere etape. Dans A, on pose, pour tout 1 < i < n : 

t!ji = ri — Hi — 



2 ' 2 

Alors Qi = Vect{Ei, Fi, Hi) munie du crochet [, ] est une sous-algebre Lie de A isomorphe a sl{2). En 
posant = 01 + . . . + 0„, g est une sous-algebre de Lie de A isomorphe a s[(2)®". EUe est de plus incluse 
dans A^ , done A'^ est ainsi muni d'une structure de g- module. De maniere seniblable a la preuve du 
theoreme [T51 la composante isotypique triviale de A'-^ est C. 

Deuxieme etape. Considerons I'element suivant de I'algebre A(Ei A : 

X ^ {pi® qi ~ qi®pi) . . . (pn ®qn- Qn ® Pn)- 

En developpant : 

X= (-l)"=='''xi...a;„(8)?/i...y„, 

done X g A'^ ® A'^ . D'autre part, g agit par derivation sur A et done agit egalement par derivation sur 
A® A. Par suite, pour tout 1 <i <n : 



E,.X = 



{Pl'i 


5 qi 


- 91 ® Pi) • 


..E,.{p,i 


8 gi - 


-qi®Pi) ■■ 


■ {Pn ® qn - Qn ® Pn) + 


{Pl<i 






. . {E,.p, c 


?)qi-\ 


-pi (g) Ei.qi 


- Ei.qi (^Pi- qi® Ei.pi) 


{Pl<i 


5 qi 


- qi®pi) ■ 


. . (0 + p. 


®pi 


-pi®Pi- 


0) ...{pn® qn ~ qn Pn) 


0, 















[Pn <8) g„ - q„ 8) Pn) 



{Pl'i 


5 qi 


- qi 


®Pi) ■ 


..F,.{p^(g 


'qi- qi®Pi) . .. {pn ®qn- qn(^ 


'Pn)+0 


{Pld 


5 qi 


- qi 




..{F,.p,(g 


^qi +Pi® Ei.qi - Fi.qi ® Pi - qi 


®F,.pi) 


{pl6 

0, 


$ qi 


- qi 


(Spi) ■ 


..{qi® qi 


+ - - qi® qi) . . .{pn® qn - 


qn 'Si Pn) 



Hi.X = {pi ® qi - qi ® pi) 
= {Pl S) qi - qi ® pi) 

= {pi ® qi ~ qi ® Pi) 
= 0, 

done X est dans la composante isotypique triviale de A'^ ® A'^ . 

Troisieme etape. L'identite de Jacobi montre que [, ] : A^ ® A'^ — > A'^ est un morphisme de g- 
modules. Par suite, [X] est dans la composante isotypique triviale de A'^ , c'est-a-dire dans C. Pour 
calculer [X], il suffit done de calculer le terme constant de chacun des [xi . . . XmUi . . ■ Vn] dans la base 
(p"^ . . .Pn"qi^ ■ ■ ■ qn")ai,f3iefi de A. Trois cas se presentent. 
II existe i,j G {1, . . . , n} tel que Xi = pi et yj = pj. Alors : 

[Xi... Xn, yi . . .yn] ^ Xi . . . XnVl . . . y„ - t/l . . . ynXl ...Xn& PiA + PjA. 

^ V ' ^ V ' 

Or une base de piA + pjA est (p"^ . . -pj^^qf^ • ■ • qn"^)ai>o ou aj>o- Par suite le terme constant de 
[xi ...x„,yi.. .yn] est nul. 

ii) Tons les Xi sont egaux a pi. Une recurrence montre que pour tout fc G N*, dans I'algebre de Weyl 
Ak{C) : 

fe-i 

[pi...pk,qi...qk]^Y ^ Vii ••■Pj,*i 

j=0 l<ii<...<ij<k 

Par suite, le terme constant de [pi . . .p„, qi . . . g„] est (—1)"^^^" — 1 car n est impair. 
in) Tons les Xi sont egaux a qi. Par antisymetrie de [, ], le terme constant de [qi . . .qn,Pi • • - Pn] est —1. 



...Hi.{pi®qi-qi®Pi)... {pn ®qn-qn<SPn)+0 

. . . {Hi.pi ®qi+Pi® Hi.qi - Hi.qi ® Pi - qi ® Hi.pi) . . . (p„ ® q„ - (?„ ® p„) 
...{pi®qi-Pi®qi+qi® Pi - qi®Pi) ... (p„ ® qn - Qn ® Pn) 
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7.5. Remarque. On a montre au passage que S* et ^ sont deux sl(2)®"-niodules. On peut montrer 
que le morphisme de symetrisation de S dans A est un isomorphisme de 0((2)®"-modules ; comme il 
commute a Taction de G, il induit un isomorphisme de s[(2)®"-modules de dans A^. 

(n? \ fl 

8.1. Soit n e N, plus grand que 2. Considerons le sous-groupe suivant de (^)" : 



Ce groupe agit sur S = C[a;i, . . . , a;„, yi, . . . , t/„] munie du crochet de Poisson standard et sur ralgcbrc de 
Weyl A = A„(C) de la maniere suivante : en notant pi, . . . gi, . . . , g„ les coordonnees de A„(C), 



(fcl,. 


• • ) ^n)'Xi 






■ ■ ) kn)-yi 




(fcl,. 


■ ■ 7 kn)-Pi 






. . , kn)-qi 





ou ( = e " . 

8.2. Nous avons le theoreme suivant : 
Theoreme 18 

dimcHPoiS^) = 2" - 2, 
dimcHHo{A^) = ^ (2"-i - (-1)"-!) . 

Preuve. 

Premiere etape. Pour tout i S {1, . . . , n}, considerons U = XiUi G S"^ et posons Q = Vect{ti, . . . , t„) ; 
il s'agit d'une sous-algebre de Lie de S"^. De plus : 

{U, x^... . . . y^} = (A - ai)xr ...x^-yf\.. yt • 

Done Q agit de maniere semi-simple sur S et done aussi sur 5*". Sa composante isotypique triviale est 
C[ti, . . . ,tn]- Comme dans les exemples precedents, on en deduit : 



= C[ii,...,q + {^<=,5^}, 

HPq{S^) 



-,G\ _ 'C[ti, . . . ,tn] 



c[ii,...,f„]n{5G,5G}- 

De plus, dans S"-', si (ai, . . . , «„) £ : 

{c.--c^?,y|} = K^...<'+^..a:^,yn2/^■•■y^ 

= ^{a, + -i)xT ...xT^^.-xl-yl^ ...yr+\ 

j.o;i j.at+2 .ctn 

— Il • • • S • • • In • 

Done <tl,...,tl >C C[ti, . . . ,tn] n {S^ , S^}. Par suite : 



C[h,...,tn]n{sG,s'^y 

< t\, . . . ,t'^ > 



_ C[^i, . . . , t„] 



On pose R = • • • ' ^"J ^ n s'agit d'une algebre ayant pour base {t^^ . . . t"")o<c«i<2, done de dimen- 

< i]^, . . . , t„ > 



sion 2". On pose J = " " " ^^"^ ^ ^' de sorte que ifPol-^^) = R/J- 
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N". Mors : 



^ V(fci, ...,k„)€G, ki{ai - + . . . + fc„(a„ - /3„) = 0[3] 
^ 3A e {0, 1, 2}, Vi G {1, . . . , n}, ai - A = A[3]. 
On a done : 

C[ti,...,t„]n{5«,5°} 



= Vect 



Vect 



2 = 1 



30 < A < 2, Vi, a,- (3, = A[3], a, - A + 7, - (5, = / 



Supposons qu'il existe i, tel que ai, Pi, 7i ou (5i soit superieur ou egal a 3. Alors tous les monomes 
apparaissant dans {x"^ . . . x^^y^^ . . . y^" , xj'^ . . . x'^^yf^ . . . y*" } sont dans < t^, . . . >. Par suite : 



J = Vect 



\ 



\ 30<A<2, Vi, ai-l3i = X[i\, - A + 7^ - = 0, < a^, ^,7^,5^ < 2 / 



Par la suite, nous noterons J cct cspace. Considerons un element generateur dc J pour lequel A = 0. 
Comme pour tout i, a, — /?i = 0[3] et — 2 < a, — < 2, necessairement a, = (3i. De meme, 7^ = 5i, done 
(aj7i — I3i6i) = 0. Par suite : 



J = Vect 



i=l 



\ 31<A<2, Vi, ai-pi = X[3], - pi + - 6i = 0, 0<ai,pi,ji,Si<2 J 



Troisieme etape. Considerons un element generateur de J pour lequel A = 1. Comme pour tout i, 
ai — Pi = 1[3] et —2 < ai — Pi < 2, neeessairement : 

j ai= Pi + 1, i a, = P,-2, 

\ ^i=5i-l \ 7, = 5, + 2 

a) Dans Ic premier eas, on obtient (aj, A, 7,, G {(1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 2), (2, 1, 0, 1), (2, 1, 1, 2)}. Quatre 

sous-eas apparaissent : 

i) II existe j tel que {aj, Pj,-fj,6j) = (2,1,1,2). Alors tous les monomes apparaissant dans le 

generateur ont une puissance en tj superieur ou egale a 2, done sont dans < tf, . . . ,1"^ > : le 
generateur est nul. 

ii) II existe j, k distincts tels que {aj, Pj,jj,6j) et (afe, Pk,lk^^k) sont des elements de {(1, 0, 1, 2), (2, 1, 0, 1)}. 

Alors tous les monomes apparaissant dans le generateur ont une puissance en tj ou en tk 
superieur ou cgale a 2, done sont dans < , . . . , > : le generateur est nul. 

in) II existe j tel que {aj, Pj,jj ,Sj) g { (1,0, 1,2), (2, 1,0, l)}etsi A: ^ j, {ak, Pk,lk,Sk) = (1,0,0,1). 
Alors le generateur vaut 2t\. . .tn- 

n 

iv) Si pour tout j, {aj,Pj,jj, 6j) = (1, 0, 0, 1), alors le generateur vaut ti . . . ti-iti+i . . .t„. 

i=l 

b) Dans le second cas, pour tout i, (a, , /?, , 7/, Si) = (0, 2, 2, 0) et done tous les monomes apparaissant dans 

le generateur ont une puissance en ii ou en <2 superieur ou egal a 2, done sont dans < tf, . . . > : 
le generateur est nul. 

Le cas ou A = 2 se traite de la meme maniere, en permutant les roles de {ai,Pi) et (7i,(5i). On obtient 
done : 

J = Vect ^ii . . . f„, ^ ii . . . ti-iti+i . . . tri^ . 
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Quatrieme etape. La dimension de HHa{A^) est le nombre de classes de conjugaison de G agissant 
sans points fixes, c'est-a-dire le nombre d'elements de G sans composantes nulles. On pose, pour n > 1 : 



a„ = carrf^(A;i,...,A;„) e - / fci + . . . + A;„ = [> ) . 

On pose egalement oq = 1. On a alors : 

|G|=3"- = l + ^(^)a. 

Par suite, en passant aux series generatrices exponentielles : 

n=l \n=0 / \n=0 / 

Par suite : 



+ 00 



ie3- _ i = ( 
3 3 \^n! 

\n=0 



3 3 ^ n! 

Done a„ = rfimc HHo{A^) = ^ (2" + 2(-l)") = ^ (2"-i - (-1)""^). □ 
8.3. Remarque. Par suite, 

dime HPo{S^) - dime HHoiA^) = ^ (2" + (-1)""' - 3) . 
Cette difference tend done vers +oo quand n tend vers +oo. 
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